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Abstract. La méthode Galerkin Discontinue, alliant
ordre élevé (p) et flexibilité à la géométrie (h), est
particulièrement adaptée à la simulation multi-échelles
en électromagnétisme mais engendre des coûts de calcul
souvent rédhibitoires. Notre objectif est de retrouver un
niveau de performance acceptable pour permettre son
utilisation industrielle, en optimisant la chaı̂ne de calcul
globale. Dans un cadre cartésien, nous proposons une
méthode originale de condensation de flux permettant de
réduire significativement les coûts de calcul du solveur sur
configurations hp non-conformes, puis nous présentons
une stratégie de post-maillage permettant de générer des
données d’entrée bien adaptées au schéma utilisé, enfin
nous illustrons les gains obtenus sur différents cas-tests.
I. Introduction
Le méthode la plus utilisée encore aujourd’hui pour
la simulation électromagnétique en domaine temporel est
celle des Différences Finies (DF) de Yee. Bien que mature
industriellement, cette méthode possède de nombreuses
limitations (propagation des contraintes de maillage lo-
cales, utilisation de modèles subcellulaires approchés
pour les fentes et les fils, montée en ordre complexe),
qui alimentent l’intérêt porté aux approches Galerkin
Discontinues (GD). Ces méthodes sont connues pour leur
flexibilité à la géométrie et leur ordre élevé de résolution,
mais présentent des coûts de calcul souvent rédhibitoires
(temps d’exécution et stockage mémoire).
À l’instar des Éléments Finis, les méthodes GD se
basent sur un maillage et un espace d’approximation
qui définit les fonctions de base utilisées sur chaque
élément pour la discrétisation spatiale. Elles se prêtent
particulièrement bien aux approches dites d’adaptation
hp [1], c’est à dire du choix guidé par un critère de
qualité et/ou de performances, de la dimension h et
du degré d’approximation p de chaque maille. Le cou-
ple (h, p) peut être identique sur le maillage, on parle
d’approximation conforme, ou il peut varier d’une cellule
à une autre, on parle alors d’approximation non-conforme
(Figure 1). Pour atteindre une précision donnée, plusieurs
maillages et espaces d’approximation sont possibles, et
un mauvais choix peut se solder par des coûts de calcul
extrêmement élevés au niveau du solveur. Ainsi, à défaut
de disposer d’un outil dédié permettant de générer des
données d’entrée cohérentes et performantes, le schéma
GD est généralement disqualifié pour les applications. Les
travaux présentés ici s’inscrivent dans une stratégie glob-
ale d’optimisation des chaı̂nes de calcul GD classiques
afin de valoriser leur emploi industriel. Notre stratégie
est basée sur l’introduction d’une étape de post-maillage
automatisée dans la chaı̂ne de calcul, qui, à partir d’une
grille cartésienne de type DF, génère conjointement le
maillage et l’espace d’approximation les mieux adaptés
au schéma utilisé.
Fig. 1: Approximation non-conforme
Nous présentons dans un premier temps le schéma
GD utilisé et les problématiques de performances liées
à l’adaptation hp. Nous montrons qu’une méthode par
h-déraffinement/p-enrichissement permet de réduire sig-
nificativement les coûts de calcul dans le cadre conforme,
mais qu’une partie du schéma, à savoir les flux extérieurs
hétérogènes, peuvent créer un surcoût rédhibitoire dans
le cadre non-conforme. Nous proposons une méthode
originale de condensation permettant d’éviter cette chute
de performance, et illustrons les gains obtenus sur des ex-
emples numériques. Nous présentons enfin la stratégie de
post-maillage envisagée, mettant en cohérence l’ensemble
maillage/espace d’approximation/solveur, afin d’optimiser
les performances de la chaı̂ne de calcul GD.
II. Schéma GD et adaptation hp
Nous commençons par poser les bases du schéma
GD utilisé, puis nous abordons les problématiques de
performances liées à l’adaptation hp.
II.1. Formulation
On considère pour simplifier les équations de Maxwell
dans une cavité métallique Ω :
∂tU +A(∂)U = 0 dans (0, T )× Ω,
B(n)U = 0 dans (0, T )× ∂Ω,
U(0, ·) = U0 dans Ω,
(1)
(2)
(3)
où U = (E,H)T est le champ électromagnétique,
A(∂) : (E,H) 7→ (−∇ ∧ H,∇ ∧ E)T l’opérateur
différentiel de Maxwell, B(n) : (E,H)T 7→ (0,−n∧E)T
la condition de bord, n la normale unitaire sortante à
∂Ω, et U0 la condition initiale. Ce problème est bien
posé dans U = C0
(
(0, T );Hcurl(Ω)
2
)
. Notons Th le
maillage, Sh l’ensemble des interfaces entre les cellules,
et Uhp l’espace d’approximation de U. La formulation
variationelle GD s’écrit :
Pour tout t ∈ (0, T ), trouver
(
u(t, ·), φ
)
∈
(
Uhp
)2
, t.q. :
∑
K∈Th
[∫
K
(
∂tu+A(∂)u
)
.φ
︸ ︷︷ ︸
masse + rigidité
−
∫
∂K\∂Ω
A(n)u.φ
︸ ︷︷ ︸
flux intérieurs
+
∫
∂K∩∂Ω
B(n)u.φ
︸ ︷︷ ︸
terme de bord
]
+
∑
S∈Sh
[∫
S
M(ns)u
+.φ− +
∫
S
M(−ns)u−.φ+
︸ ︷︷ ︸
flux extérieurs
]
= 0, (4)
où M(ns) = A(ns) − βN(ns) est la matrice de flux
extérieurs à travers une interface S de normale unitaire
arbitrairement orientée ns, A(ns) et N(ns) les parties
centrée et décentrée du flux, et β ∈ [0, 1] un paramètre
de décentrage. φ± désigne la trace de φ sur S dans la
direction ∓ns. Les termes de flux extérieurs vont partic-
ulièrement nous intéresser dans la suite. Caractéristiques
du schéma GD, leur rôle est d’assurer le passage de
l’information entre les cellules. On distingue les flux
extérieurs homogènes, situés au niveau des interfaces
conformes créées par l’accolement de deux mailles de
type (h, p) identique ; et les flux extérieurs hétérogènes,
situés au niveau des interfaces non-conformes créées par
l’accolement de mailles de types différents (h, p)/(h′, p′).
Nous utilisons pour la discrétisation de (4) les fonc-
tions de base de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto
(approximation de type Qp), et un schéma ”Leap-frog”
en temps. L’implémentation du schéma est réalisée avec
l’approche ”Line-Based” [2], qui permet d’obtenir des
performances optimisées dans un cadre conforme par
rapport à une programmation GD standard.
II.2. h-déraffinement/p-enrichissement et
problématique de performances
Commençons par illustrer les performances du schéma
GD sur les différentes configurations de la Figure 2. Les
trois simulations sont d’une qualité comparable, mais le
temps de calcul et la charge mémoire sont divisés d’un
facteur proche de 10 en passant de la configuration A)
à la configuration B), voir Tableau 1. Il s’agit ici d’une
tendance générale : dans le cadre d’une approximation
conforme, si plusieurs choix de h et de p permettent
d’atteindre la même précision, l’utilisation de mailles de
grande dimension associées à un ordre élevé bien choisi
permet d’améliorer les performances du schéma GD. On
parle de h-déraffinement/p-enrichissement.
Fig. 2: A) Configuration conforme (h, p= 1), B) con-
figuration conforme (3h, p = 2), C) configuration non-
conforme (3h, p=2)/(h, p=1).
Configuration hp t-CPU Ddls (×103)
A) (h, p=1) 1.0 93
B) (3h, p=2) 0.13 10
C) (3h, p=2)/(h, p=1) 52 47
Table 1. : Comparaison des temps d’exécution relatifs
(adimensionnés par rapport à A) du solveur GD (t-
CPU) et du nombre de degrés de liberté (Ddls) sur les
configurations de la Fig. 2.
Cependant, l’utilisation de configurations conformes avec
des mailles de grande dimension n’est pas toujours envis-
ageable pour les applications, car la présence d’objets à
l’intérieur de la géométrie peut contraindre localement
la taille des cellules (Figure 1). Une solution permise
par le GD est alors de procéder par endroit seulement
au h-déraffinement/p-enrichissement, dans les zones où
le maillage est libre. En résulte des approximations non-
conformes du type de la Figure 2C). Alors qu’un temps
d’exécution intermédiaire serait attendu sur cette config-
uration, du fait d’une charge mémoire située entre les cas
A) et B), on observe une explosion des temps de calcul,
a priori inattendue (Tableau 1). Une étude de profilage
de code à été réalisée, Figure 3, et a permis de mettre en
évidence que cette chute de performance est causée par
le calcul des flux hétérogènes.
Fig. 3: Parts des termes du schéma GD dans le temps de
calcul global sur les config. A), B), C) de la Fig. 2.
Il s’agit là d’un véritable point bloquant pour la
stratégie de post-maillage qui ne peut être résolu que par
une modification du schéma GD.
III. Optimisation du schéma GD hp non-conforme
L’utilisation de fonctions de base nodales permet un
calcul approché mais efficace (méthode de condensa-
tion) de tous les termes du schéma à l’exception des
flux extérieurs hétérogènes, du fait du caractère discon-
tinu de la quantité à intégrer. L’approche naturelle et
généralement adoptée [1] consiste alors à décomposer
l’intégrale de flux sur les sous-faces de l’accolement non-
conforme (là où la quantité à intégrer est continue), et à
évaluer exactement chaque terme en utilisant une formule
de quadrature d’ordre élevé. Cela provoque l’explosion de
la complexité algorithmique : sur la Figure 4, le calcul du
flux hétérogène C) nécessite 50 fois plus d’accès mémoire
que le flux homogène A), et 20 fois plus que B).
Fig. 4: Accès mémoire nécessaires au calcul d’un flux
extérieur homogène (A, B) et hétérogène (C) en un ddl.
Cette approche revient à calculer un terme de flux
équivalent à celui obtenu sur le maillage le plus fin
avec l’ordre le plus élevé, d’une qualité a priori trop
importante au regard des approximations commises sur
les autres termes du schéma. Nous montrons alors qu’il
n’est pas nécessaire d’imposer un tel niveau de précision
dans le calcul des flux hétérogènes pour assurer la bonne
tenue du schéma numérique global. Nous avons ainsi
établi dans [3] une méthode de condensation permettant
un calcul approché et numériquement efficace de ces
termes, tout en conservant la stabilité sous condition CFL
et la consistance du schéma GD résultant. La méthode
se base sur l’introduction d’opérateurs de reconstruction
dans les flux hétérogènes, qui agissent sur la trace des
champs et permettent de se ramener au calcul d’une
intégrale d’une fonction continue. Nous réinterprétons
ainsi une interface non-conforme en pseudo interface
conforme. Il est alors de nouveau possible d’utiliser un
calcul par condensation, voir Figure 4D).
IV. Résultats numériques
Nous illustrons au travers de deux exmples les gains
en performances obtenus.
IV.1. Modes de cavité métallique
Nous commençons par valider la bonne tenue du schéma
avec condensation de flux hétérogènes sur la propagation
de modes de résonance dans une cavité métallique, sur des
configurations du type de la Figure 2C). Comme le montre
la Figure 5, la convergence du schéma est préservée,
malgré une légère baisse de l’ordre de consistance non
significative pour les applications.
Fig. 5: Convergence L1 en temps / L2 en espace du
schéma GD avec et sans condensation de flux pour une
interface (3h, p=2)/(h, p=1).
En revenant à l’exemple de la Figure 2, le schéma GD
avec condensation des flux hétérogènes permet d’éviter
l’explosion des temps de calcul sur la configuration non-
conforme, voir Tableau 2, et procure un gain proche de
60 par rapport au schéma classique. Pour autant, le temps
de calcul optimal (soit 0.57, moyenne entre le t-CPU de
la configuration A et B de la Figure 2) n’est pas atteint.
Le coût d’un flux hétérogène même condensé reste ainsi
non négligeable.
Configuration hp t-CPU Ddls (×103)
(3h, p=2)/(h, p=1) + cond. flux 0.86 47
Table 2. : Temps d’exécution du schéma GD avec con-
densation des flux sur l’exemple de la Figure 2C).
IV.2. Carosserie automobile
Fig. 6: Vue de côté. Haut : config. initiale (h, p= 1).
Bas : config. non-conforme (3h, p=2)/(h, p=1).
On considère l’illumination d’une carrosserie
métallique 3D (géométrie issue du projet européen
GEMCAR) par un champ électromagnétique créé par un
point source de courant de fréquence 6 GHz, sur une
durée de 20ns. Des conditions sortantes (Silver-Müller)
sont utilisées sur le bord du domaine. Le maillage initial,
issu d’un mailleur DF, est retravaillé afin d’introduire un
maximum d’éléments (3h, p=2), voir Figure 6. Pour des
résultats similaires, voir Figure 7, l’utilisation conjointe
du schéma GD avec condensation de flux sur un maillage
hp non-conforme adequat permet de réduire le temps de
calcul et le stockage mémoire d’un facteur proche de 2,5
par rapport à la configuration initiale (h, p=1), et le gain
en temps de calcul dépasse le facteur 20 par rapport à
l’approche GD non-conforme classique (Tableau 3).
Fig. 7: Plan de coupe de l’énergie EM au temps final.
Configuration hp t-CPU Ddls
(×106)
Mémoire
(Mo)
Conforme (h, p=1) initial 1.0 8, 6 530
(3h, p = 2)/(h, p = 1) +
calcul classique des flux
9.2 3, 5 220
(3h, p = 2)/(h, p = 1) +
condensation des flux
0.42 3, 5 220
Table 3. : Comparaison des coûts de calcul entre les
différentes configuration hp.
V. Mise en place d’une stratégie de post-maillage
La condensation des flux permet de retrouver des
performances avantageuses sur maillages hp non-
conformes, cependant le nombre et la répartition
des interfaces hétérogènes conservent une influence
sur les performances du solveur (voir IV.1), d’où
l’importance de mettre en place une stratégie de
post-maillage automatisée. Il s’agit d’introduire un
nouveau maillon dans la chaı̂ne de calcul traditionnelle :
modeleur/mailleur/post-mailleur/solveur/visualisateur.
Dans la logique de ce qui a été présenté en IV.2, le
post-mailleur procède par h-déraffinement (agrégation
de mailles) et p-enrichissement à partir d’une grille
cartésienne fine issue d’un outil industriel et sur laquelle
le schéma GD à l’ordre 1 donne une référence de qualité.
L’objectif est de déterminer le maillage et l’espace
d’approximation assurant les meilleures performances
au niveau du solveur GD. Pour ce faire, on cherche
à définir un problème d’optimisation sur l’ensemble
des configurations hp admissibles, afin de minimiser
un estimateur des coûts de calcul pris comme fonction
objectif, sous une contrainte de précision. La génération
de tous les espaces d’approximation possibles étant
trop complexe dans l’optique d’une chaı̂ne de calcul
efficace, les tests numériques effectués ont permis de
mettre en évidence deux tendances à exploiter dans la
recherche de configurations performantes : 1) plus un
maillage possède d’éléments h-déraffinés/p-enrichis, plus
il présente des performances avantageuses, 2) à nombre
égal d’éléments h-déraffinés/p-enrichis, le maillage
présentant les meilleures performances est celui qui
maximise le nombre d’interfaces conformes.
VI. Conclusion
Nous nous sommes intéressés aux problèmes de per-
formances que présentent les chaı̂nes de calcul GD et qui
limitent leur emploi industriel. Nous avons présenté une
méthode de condensation de flux permettant de réduire
les coûts de calcul du schéma GD pour des espaces
d’approximation hp non-conformes. Du point de vue
applicatif, cela permet de réduire significativement la
durée des simulations. La méthodologie employée pour
réaliser la condensation des flux est cependant forte-
ment dépendante du type de fonctions de base utilisé,
ce qui pose la question de sa généralisation au delà
polynômes de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto.
La prochaine étape est de finaliser l’algorithme de post-
maillage automatisé générant conjointement le maillage et
l’espace d’approximation optimaux vis-à-vis du solveur.
Cela permettra en particulier de réaliser des simula-
tions dont la charge mémoire dépassait jusqu’alors les
ressources informatiques disponibles. Par la suite, il serait
intéressant de prolonger ce travail à des maillages plus
généraux, déstructurés, ou d’ordre élevé, afin d’assurer
une meilleure approximation des géométries courbes.
Remerciements
Ces travaux sont issus d’une collaboration Nuclétudes-Onéra
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